Умови завдань другого (районного, міського) туру Всеукраїнської олімпіади  юних  математиків 
2011-2012 н.р.

 6 клас
1. Знайдіть значення виразу    
[image: image620.jpg]


.
2. Одну з сторін прямокутника збільшили на 30%, а другу зменшили на 30%. Як і на скільки відсотків змінилась площа прямокутника?
3. Сім'я складається з трьох осіб:батька, матері й сина. На сьогодні сума їхніх років складає 74 роки, а 10 років тому ця сума становила 47 років. Скільки зараз років батькові, якщо він старший за сина на 28 років.

4. Довести, що будь – яке тризначне число, записане однаковими цифрами, ділиться на 37.
5. Чи можна зафарбувати деякі клітинки квадрата  розміром  9[image: image2.png]


9 так, щоб у кожної клітинки було рівно два зафарбовані сусіди.

7 клас
1. У школі відбулися три олімпіади. З’ясувалося, що в кожній з них брали участь по 50 школярів. При цьому 60 учнів приходили тільки на одну олімпіаду,  а 30 учнів – рівно на дві. Скільки учнів брали участь в усіх трьох олімпіадах?

2. У середині тупого кута 
[image: image3.wmf]AOB

 провели три промені 
[image: image4.wmf]OC

, 
[image: image5.wmf]OD

 і 
[image: image6.wmf]OE

, причому 
[image: image7.wmf]OC

 перпендикулярний до 
[image: image8.wmf]OA

[image: image10.png]


 QUOTE  

, 
[image: image11.wmf]OD

 – бісектриса кута 
[image: image12.wmf]AOB

 і 
[image: image13.wmf]OE

 - бісектриса  кута 
[image: image14.wmf]BOC

. Знайдіть величину кута 
[image: image15.wmf]DOE

.

3. У ящику 25 кг цвяхів.  Як за допомогою шалькових терезів і однієї гирі в 1 кг за два зважування відміряти 19 кг цвяхів.
4. Денис купив зошит обсягом 96 аркушів і занумерував сторінки: 1, 2, 3 … 192. Василько вирвав із зошита 25 аркушів (не обов’язково по порядку) і склав усі числа які на них написані. Чи міг він дістати число 2012?

5. До кожної клітинки таблиці розміром 
[image: image16.wmf]3

3
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 записали по одному додатному числу. Добуток чисел у кожному рядку і в кожному стовпчику дорівнює 1, а добуток чисел у кожному квадраті розміром 
[image: image17.wmf]2
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  дорівнює 2. Яке число стоїть в центральній клітинці таблиці?
8 клас
1. Знайдіть всі пари цілих чисел 
[image: image18.wmf](
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, що задовольняють рівняння                          
[image: image19.wmf]7
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2. Дано прямокутний трикутник, один з кутів якого дорівнює 30([image: image21.png]30



 QUOTE  

. Із середини його гіпотенузи провели до неї перпендикуляр. Доведіть, що довжина відрізка цього перпендикуляра, що лежить усередині трикутника,  дорівнює третині довжини більшого катета.
3. Пройшовши 
[image: image22.wmf]8

3

 довжини мосту, віслюк Іа-іа зауважив позаду себе  на дорозі автомобіль, який рухався зі швидкістю 60 км/год. Якщо віслюк побіжить назад, то він зустрінеться з автомобілем на початку мосту, а якщо вперед, то автомобіль наздожене його в кінці мосту. З якою швидкістю бігає Іа-іа?
4. Знайдіть усі трицифрові числа  
[image: image23.wmf]n

  такі, що десятковий запис числа 
[image: image24.wmf]2

n

  закінчується на  
[image: image25.wmf]n

.
5. Є 40 зовні однакових монет, серед яких дві фальшиві, причому фальшиві мають однакову вагу і легші від справжніх. Як за допомогою двох зважувань на шалькових терезах без гир відібрати 20 справжніх монет?
9 клас

1. Розв'яжіть рівняння  
[image: image26.wmf]0
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2. Нехай 
[image: image27.wmf]AF

 - медіана трикутника 
[image: image28.wmf]ABC

,  
[image: image29.wmf]D

 - середина  
[image: image30.wmf]AF

,  
[image: image31.wmf]E

 - точка перетину прямої 
[image: image32.wmf]CD

 зі стороною 
[image: image33.wmf]AB

,   
[image: image34.wmf]CF
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.  Доведіть, що 
[image: image35.wmf]DE
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3. Числа  
[image: image36.wmf]x

, 
[image: image37.wmf]y

 та 
[image: image38.wmf]z

 задовольняють рівність 
[image: image39.wmf](
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 Доведіть, що одне з цих чисел дорівнює 
[image: image40.wmf]2

1

.
4.  Є дріб 
[image: image41.wmf]3

1

. Щосекунди до його чисельника додається 1, а до знаменника додається 7.  Східний забобон стверджує: у той момент, коли одержимо дріб, скоротний на 11, настане кінець світу. Доведіть, що не потрібно боятися настання кінця світу.
5. Деякі сторони клітинок шахівниці розмірами 
[image: image42.wmf]8

8
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 пофарбовано червоним кольором, решта-синім. За один крок дозволяється обирати деяку клітину дошки та перефарбовувати її в протилежний колір. Чи завжди за декілька кроків можна зробити так, щоб синіми стали менше від четвертої частини загальної кількості  сторін клітинок?
10 клас
1. Побудуйте графік функції  
[image: image43.wmf]4
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2. Розв’яжіть [image: image45.png]'KITH



 QUOTE  

у цілих числах рівняння  
[image: image46.wmf]3
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3. Дано прямокутний трикутник 
[image: image47.wmf]ABC

. Коло з центром на гіпотенузі 
[image: image48.wmf]AB

 проходить через точку 
[image: image49.wmf]A

  і перетинає катет 
[image: image50.wmf]BC

 в точках 
[image: image51.wmf]M

 і 
[image: image52.wmf]N

 .  Нехай 
[image: image53.wmf]K

 - відмінна від 
[image: image54.wmf]M

 точка перетину цього кола з прямою, яка проходить через точку 
[image: image55.wmf]M

 перпендикулярно до прямої
[image: image56.wmf]AB

 . Доведіть, що 
[image: image57.wmf]CN
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.
4. Чи можна розташувати числа  -11,-10,-9,-8,…,13,14, у вершинах, на ребрах і гранях куба так, щоб число на будь-якому ребрі дорівнювало сумі чисел на його кінцях, а число на будь-якій грані цього куба дорівнювало сумі чотирьох чисел, які стоять на його ребрах?

5. Знайдіть усі функції 
[image: image58.wmf]f

 : 
[image: image59.wmf]R
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 такі, що для всіх дійсних 
[image: image60.wmf]x

 та 
[image: image61.wmf]y

 виконується рівність 
[image: image62.wmf](
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11 клас
1. Розв'яжіть нерівність        
[image: image63.wmf]x
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2. Розв’язати рівняння  
[image: image64.wmf]0
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3. У трикутній піраміді  
[image: image65.wmf]ABCD

  ребра  
[image: image66.wmf]AB

, 
[image: image67.wmf]BC

, 
[image: image68.wmf]CD

 мають довжину 
[image: image69.wmf]a

, а ребра  
[image: image70.wmf]BD

, 
[image: image71.wmf]AD

, 
[image: image72.wmf]AC

- довжину 
[image: image73.wmf]b

. Знайдіть відстані між прямими  
[image: image74.wmf]AD

 і 
[image: image75.wmf]BC

.

4. Нехай для невід'ємних дійсних чисел 
[image: image76.wmf]x

 і 
[image: image77.wmf]y

має місце рівність 
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[image: image79.wmf](
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5. Про функцію 
[image: image80.wmf]f

:  
[image: image81.wmf]N
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   відомо, що 
[image: image82.wmf](
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 для всіх натуральних 
[image: image83.wmf]n

.  Знайдіть 
[image: image84.wmf](
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Відповіді на завдання районних(міських) математичних олімпіад

2011-2012 н.р.

6 клас
1. Відповідь: 1

2. Відповідь:   Площа зменшилась на 9%. 

Нехай  
[image: image85.wmf]a

  і 
[image: image86.wmf]b

 сторони прямокутника.  
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3. Відповідь:  35 років.  З того, що  
[image: image90.wmf](
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 , випливає, що сину зараз 7 років.
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Вказівка. Нехай  х – цифра, за допомогою якої записали дане тризначне число ххх, тобто 
[image: image91.wmf]x
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.  Оскільки 111:37, то і добуток 111·х також ділиться на 37.
5. Відповідь: Ні , не можна.  
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Нехай шукане розфарбування вдалося отримати. Тоді клітинки 2 і 3 - сусідні для 1, тому вони повинні бути зафарбованими. Ці ж клітинки – сусідні для клітинки 4, тому клітинки 5 і 6 незафарбовані. Тоді клітинки 8 і 9 – сусідні для клітинки 7 – зафарбовані. Продовжуючи ці міркування, одержуємо, що зафарбованими будуть клітинки 11, 12, 13, 14. Тоді клітинки 16 і 17- сусідні для клітинки 15 – не зафарбовані, тобто клітинка 18 не має зафарбованих сусідніх клітинок.
7 клас

1. Відповідь:10 учнів. 

Нехай  
[image: image92.wmf]x

 учнів брали участь в усіх трьох олімпіадах. Підрахуємо скільки разів  учні підписували титульні сторінки своїх робіт. Ті, які приходили один раз, підписали 60 робіт, ті, хто приходив двічі також 30[image: image94.png]


2 = 60 робіт , а ті, хто тричі – 
[image: image95.wmf]x

3

 робіт. Загалом було підписано 50 [image: image97.png]


 3 = 150 робіт. Отже, 
[image: image98.wmf]150
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2. Відповідь: 
[image: image100.wmf]0
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 Нескладно переконатися, що промені розташовані в такому порядку : 
[image: image101.wmf]OA

, 
[image: image102.wmf]OD

, 
[image: image103.wmf]OC

, 
[image: image104.wmf]OE

,
[image: image105.wmf]OB

. Якщо  
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[image: image110.png]



3. Вказівка.  При першому зважуванні на одну з шальок терезів кладемо гирю і всі цвяхи розкладаємо по шальках так, щоб наступила рівновага. Одержимо 13 кг і 12 кг цвяхів. Першу купку відкладаємо, а другу, за допомогою терезів без гирі, ділимо навпіл. Отже, одержали шукану вагу цвяхів 13+6=19.

4. Відповідь:   Ні.
На кожному аркуші записані одне парне і одне непарне числа. Сума їх є число непарне. Тоді сума, що дістав Василько, це сума 25 непарних чисел, тому вона повинна бути непарною,  а число 2012 – парне.
5. Відповідь:16.  
Розглянемо два перші рядки. Добуток усіх шести чисел цих рядків дорівнює 1. Оскільки добуток чотирьох чисел у квадраті  
[image: image111.wmf]2
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 дорівнює  2, то добуток двох чисел, що стоять першими в  цих рядках, дорівнює 
[image: image112.wmf]2
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. Те ж саме буде, якщо розглянути два перші стовпчики . Після чого числа легко відновлюються.
8 клас
1. Відповідь: 
[image: image113.wmf](
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Запишемо рівняння у вигляді    
[image: image117.wmf](
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Оскільки  
[image: image118.wmf]x

 та  
[image: image119.wmf]y

– цілі числа, то можливі такі випадки:
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                          4) 
Розв'язавши ці системи, отримаємо такі розв'язки 
[image: image128.wmf](
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2. Вказівка. Слід скористатися тим, що катет, який лежить проти кута 
[image: image132.wmf]0
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    дорівнює половині гіпотенузи, а інший катет дорівнює 
[image: image133.wmf]c
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, де 
[image: image134.wmf]c

- довжина гіпотенузи.

3. Відповідь: 15 км/год. 
Якщо довжина мосту  
[image: image135.wmf]l

км, відстань від автомобіля до початку мосту 
[image: image136.wmf]s

км, а швидкість віслюка 
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км/год , то маємо рівняння   
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  Звідси, 
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4. Відповідь: 376 і 625. 

Слід забезпечити подільність  
[image: image142.wmf](
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  і врахувати взаємну простоту чисел  
[image: image144.wmf]n
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5. Вказівка. Розіб'ємо монетки на три купки 
[image: image146.wmf]A

, 
[image: image147.wmf]B

 і 
[image: image148.wmf]C

, що містять по 10, 10 і 20 монет відповідно. Перше зважування: порівняємо вагу 
[image: image149.wmf]A

 і 
[image: image150.wmf]B

. Можливі два варіанти. Якщо 
[image: image151.wmf]B
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, то порівнюємо вагу 
[image: image152.wmf]B
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[image: image153.wmf]C

. Якщо 
[image: image154.wmf]B
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 (другий випадок аналогічний), то розіб’ємо 
[image: image155.wmf]C

 на дві купки по 10 монет і порівняємо їхню вагу.

9 клас
1.Відповідь:-1;0

2. Вказівка. Нехай  
[image: image156.wmf]M

– середина 
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– середина 
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, тобто 
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   - висота трикутника
[image: image170.wmf]ANF

. Оскільки вона є і медіаною, то трикутник 
[image: image171.wmf]ANF

- рівнобедрений. Врахувавши паралельність 
[image: image172.wmf]ED

 і 
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 , отримаємо, що трикутник   
[image: image174.wmf]AED

 також рівнобедрений.
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3.Вказівка. Скористатися тим, що 
[image: image176.wmf](
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4. Вказівка. Через 
[image: image177.wmf]n

 секунд дріб буде мати вигляд
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. Якщо припустити, що дріб у цей момент буде скоротним на 11, то 
[image: image179.wmf](
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  ділиться на 11 без остачі. Одержали суперечність.
5. Відповідь: Ні, не завжди. 
У всіх клітинок першої, третьої, п'ятої та сьомої горизонталей пофарбуємо синім кольором усі вертикальні сторони. До того ж, синім кольором  пофарбуємо й верхні горизонтальні сторони клітинок . Решту сторін клітинок зробимо червоними. Тоді всі 80 вершин клітинок нашої шахівниці є кінцями непарної кількості синіх відрізків, тобто з вершини будь-якої клітинки виходить принаймні один синій відрізок. Нескладно показати, що це – інваріант. Отже , синіх відрізків буде завжди щонайменше 40. Утім, 
[image: image180.wmf]4
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10 клас
1. Вказівка. Розкриваючи модулі на  відповідних проміжках, побудуємо графік функції 
[image: image181.wmf]2
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2. Вказівка. Оцінити ліву частину за нерівністю Коші і розв'язати рівняння в натуральних числах. Відповідь: 
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3. Вказівка. Нехай точка 
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 - радіус побудованого кола. Тоді 
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. Тепер рівність 
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 легко перевіряється.
[image: image198.png]



4. Відповідь: Ні, не можна.
 Припустимо, що дані числа можна розташувати так, як вимагає умова задачі. Нехай у деякій вершині куба стоїть число a . Тоді на кожному з трьох  ребер, що виходять із цієї вершини, це число буде доданком a, а на кожній із трьох граней, що мають цю вершину, це число буде доданком 2a. Отже, до суми всіх розташованих на кубі чисел це число увійде як доданок a+3a+3[image: image200.png]


2a=10a. Тому сума всіх чисел куба ділиться на 10, що неможливо, оскільки за припущенням ця сума дорівнює 12+13+14=39.

5. Вказівка. 
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Звідси 
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, для деякої константи с і будь-якого дійсного 
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 для будь-яких дійсних x та y. Звідси одержуємо, що 
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 для всіх 
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. Перевірка показує, що всі такі функції задовольняють умову задачі.

11 клас

1. Відповідь:    
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2. Відповідь:     
 Якщо 
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якщо 
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Введемо заміну  
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,  одержимо квадратне рівняння:  
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Отже, рівняння має корені 
[image: image217.wmf]3
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. Використавши формулу пониження степеня, матимемо 
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3. Відповідь: 
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Нехай  
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 відповідно, тоді 
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( як відповідні медіани рівних трикутників). Оскільки трикутник 
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 рівнобедрений і  
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 – його медіана, то 
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  знаходимо
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[image: image240.png]



4.  Вказівка. Нехай  
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5. Відповідь: 
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Спочатку доведемо за індукцією, що для натурального числа k і всіх натуральних чисел 
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 виконується рівність 
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  твердження, очевидно, є правильним, бо 
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 - натуральне число. Нехай твердження є правильним для деякого натурального числа k . Доведемо, що воно буде справджуватись і для 
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,  що й треба було довести. З доведеного випливає, що 
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. А тепер припустимо, що існує таке натуральне число 
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.   Нехай  l – найменший елемент множини 
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.  Розглянемо натуральне число 
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   Умови завдань обласної інтернет-олімпіади з математики 2011-2012н.р.
9 клас
1.  Побудувати графік функції     
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2. Довести нерівність    
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3. Розв’язати в натуральних числах рівняння   
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4. В трикутнику 
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 з кутом 
[image: image284.wmf]°

=

Ð

60

ABC

 бісектриса кута 
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 перетинає сторону 
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 в точці 
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. На стороні 
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. Знайти 
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, де 
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 – центр кола, описаного навколо трикутника 
[image: image293.wmf]AMC
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5. Точки площини пофарбовано в чорний або білий колір. Довести, що на цій площині знайдеться трикутник з кутами  30°, 60° і  гіпотенузою 2, вершини якого однокольорові.

10 клас
1. Відстань між містами А і В пасажирський поїзд проходить на 4 год швидше товарного. Якби кожний поїзд рухався той час, який витрачає інший поїзд на шлях з А в В, то пасажирський поїзд пройшов би на 280 км більше, ніж товарний. Якби швидкість кожного поїзда збільшити на 10 км/год, то пасажирський поїзд пройшов би відстань між містами на 2 год 24 хв швидше товарного. Знайдіть відстань між містами А і В.

2. Розв(язати нерівність 
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, де а – дійсний параметр.

3. Точка 
[image: image295.wmf]P

 розміщена всередині квадрата 
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, так що 
[image: image297.wmf]3

:

2

:

1

:

:

=

CP

BP

AP

. Знайдіть кут 
[image: image298.wmf]APB
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4. На острові Кольоровому живуть 13 червоних, 15 жовтих і 17 зелених хамелеонів. Якщо зустрічаються два хамелеони різного кольору, то вони одночасно міняють свій колір на третій (червоний і жовтий стають обидва зелені і т.д.). Чи може статись так, що через деякий час всі хамелеони будуть одного кольору? Відповідь поясніть.

5. Будемо вважати шестицифровий номер тролейбусного квитка «щасливим», якщо сума цифр, що стоять на парних місцях дорівнює сумі цифр, що стоять на непарних місцях. Наприклад, квиток з номером  745635 вважається «щасливим», бо 7+5+3=4+6+5=15. Обчисліть кількість «щасливих» номерів від 000000 до 999999.

 11 клас
1. Знайти всі трійки дійсних чисел 
[image: image299.wmf](

)

z

y

x

;

;
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2. У тетраедрі 
[image: image301.wmf]ABCD

: 
[image: image302.wmf]2

=

=

=

AD

AC

AB

, 
[image: image303.wmf]1

=

=

=

CD

BD

BC

. Яку найбільшу площу може мати ортогональна проекція даного тетраедра на площину?

3. Знайти прямокутник, сторони якого виражені цілими числами, а площа дорівнює сумі основи, висоти і діагоналі, помноженій на 4.

4.  При яких значеннях 
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 та 
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набуває найбільшого значення? Знайти це значення.

5. Зобразити на координатній площині 
[image: image307.wmf]Oxy

 фігуру, яка задається рівнянням 
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Знайти площу цієї фігури. Скільки розв’язків в залежності від параметра 
[image: image309.wmf]a

 має система рівнянь:
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?
Відповіді та вказівки до розв’язування завдань
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3. Відповідь. 
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Оскільки ми шукаємо лише натуральні розв’язки, то перша та третя системи не задовольняють цю умову, тому розв’яжемо:
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4. Відповідь. 
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Складемо і розв’яжемо систему рівнянь:
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3. Відповідь:135о     
Перший спосіб.
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Автор розв’язку: Сорока Дмитро Сергійович, Старокостянтинівська гімназія.
Другий спосіб.
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Оскільки Р(х;у) – точка першої чверті, то 
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Косинус кута АРВ знайдемо як косинус кута між векторами 
[image: image448.wmf]а

 та 
[image: image449.wmf]b
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Таким чином, шуканий кут дорівнює 
[image: image451.wmf]°
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Автор розвязку: Шевчук Олександр Олегович, Старокостянтинівська гімназія.
Третій спосіб
. [image: image452.png]yN



Здійснимо поворот 
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4. Відповідь. Не може. 

Перший спосіб. 
Нехай червоних хамелеонів – 13, жовтих – 15 і зелених – 17, при кожній зустрічі різниця в кількості хамелеонів із тих, які зустрічалися не змінюється, а різниця між тією групою хамелеонів, що не зустрічалися та однією із груп, що зустрічалися – змінюється на 3 – в  одній  стає на одного хамелеона менше, а в третій стає на 2 хамелеона більше. Для зміни кольору всіх хамелеонів в один необхідно зробити так, що в якийсь момент, в якихось двох групах стала однакова кількість хамелеонів ( тобто що б були два кольори з однаковою кількістю хамелеонів ), але це не можливо, так як на початку різниця в кількості хамелеонів між двома будь-якими групами не ділиться на 3.

Другий спосіб.

Позначимо колір хамелеонів так: червоний  = 0, жовтий = 1, зелений = 2.

Тоді отримаємо, що зустрічі хамелеонів описуються сумами їх кольорів
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Неважко помітити, що при зустрічі хамелеонів завжди незмінною залишається сума їх кольорів, взятих по mod 3(тобто, остача від ділення суми кольорів на 3). Насправді,     
[image: image465.wmf]),
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2

(

2

1

1

)

2

(

2

0

=

=

+

®

=

+

остача

остача


Це означає, що при будь-яких зустрічах хамелеонів остача від ділення суми всіх кольорів на 3 не змінюється.

Початкова сума кольорів хамелеонів була рівна 13∙0+15∙1+17∙2=49. 

49 mod 3 =1, тому як би хамелеони не міняли свій колір, остача від ділення суми їх кольорів на 3 залишається 1.  У випадку, якби всі хамелеони стали одного кольору, остача би дорівнювала 0 (бо 45∙N завжди ділиться на 3 націло), а значить, такого бути не може.  Всі хамелеони ніколи не стануть одного кольору.
Третій спосіб.

Нехай початкова кількість хамелеонів на острові одного кольору буде [image: image469.png]


, другого кольору [image: image471.png]


, а третього кольору [image: image473.png]


. А кількість хамелеонів що зустрілись буде [image: image475.png]


.  Оскільки при зустрічі хамелеонів вони міняють колір на третій, то можемо скласти рівняння:    
[image: image476.wmf];
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Нехай х – кількість червоних, а у – кількість жовтих, тоді z – кількість зелених хамелеонів, тоді отримаємо рівність:  
[image: image479.wmf].
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У другому випадку х – кількість жовтих , а у – кількість зелених, тоді z – кількість червоних хамелеонів, тоді отримаємо рівність: 
[image: image480.wmf].
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        У третьому випадку х – кількість зелених , а у – кількість червоних, тоді z – кількість жовтих хамелеонів, тоді отримаємо рівність:  
[image: image481.wmf].
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Тоді виходить, що [image: image483.png]


 – не ціле число у будь-якому випадку, але кількість хамелеонів, що зустрілись може бути тільки цілою, тому робимо висновок, що це неможливо.

Автор розвязку  Коцемір Назарій Вікторович, Хмельницький ліцей №17.
5. Відповідь.55252. Зафіксуємо цифри, які стоять на непарних місцях та розглядатимемо їх як тризначні числа. Аналогічно – на парних місцях. Очевидно, що сума цифр цих чисел буде змінюватись від 0 до 27. Порахуємо скільки чисел від 0 до 999 дають суму цифр 1, 2, 3, …, 27:

	Сума цифр
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13

	Кількість чисел
	1
	3
	6
	10
	15
	21
	28
	36
	45
	55
	63
	69
	73
	75


	Сума цифр
	27
	26
	25
	24
	23
	22
	21
	20
	19
	18
	17
	16
	15
	14

	Кількість чисел
	1
	3
	6
	10
	15
	21
	28
	36
	45
	55
	63
	69
	73
	75


  Оскільки суми цифр на непарних місцях повинні співпасти з сумами цифр на парних місцях, то за комбінаторним правилом множення усіх таких випадків, тобто щасливих квитків, буде:


[image: image484.wmf](

)

55252

75

73

69

63

55

45

36

28

21

15

10

6

3

1

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

=

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+


Автор розвязку: Шевчук Олександр Олегович, Старокостянтинівська гімназія.
11 клас
1. Відповідь:     
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          Знайдемо область допустимих значень рівняння: 
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, причому знак рівності матиме місце, якщо 
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 Таким чином, задане рівняння матиме розв’язки, якщо одночасно виконуються такі умови: 
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Рівняння 
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. У лівій частині одержаного виразу ціле число, яке ділиться на 4, отже, 
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 і розв’язком вихідного рівняння буде трійка чисел: 
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 Підставимо одержані значення в друге рівняння системи: 
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 і розв’язком вихідного рівняння буде трійка чисел: 
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Відповідь:   Найбільша площа проекції дорівнює 1.

Ортогональною проекцією тетраедра може бути трикутник або чотирикутник.   
Відомо, що площа ортогональної проекції плоскої фігури не може бути більшою за площу оригіналу, оскільки формула обчислення площі ортогональної проекції містить коригуючий множник 
[image: image521.wmf]1
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. Тому щодо трикутника, то площа буде найбільшою, якщо грань проектується без спотворень, тобто кут між гранню та площиною проекції 00. Оскільки даний трикутник містить грані двох різних форм, то площа їх ортогональних проекцій відповідно дорівнює:

Для трикутника зі сторонами 2, 2, 1 - 
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Для трикутника зі сторонами 1, 1, 1 - 
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Щодо чотирикутника, то його діагоналями будуть ортогональні проекції мимобіжних ребер тетраедра. Оскільки 
[image: image524.wmf]BCD
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 - рівносторонній, а бічні ребра рівні, то дана піраміда правильна, тому її мимобіжні ребра – перпендикулярні. Площа проекції буде найбільшою, якщо мимобіжні ребра спроектуються без спотворень, зберігаючи при цьому перпендикулярність. Для цього, наприклад, можна одне з бічних ребер  помістити в площину проекції, а мимобіжне з ним ребро - паралельно до неї, тоді отримаємо чотирикутник з діагоналями 2 та 1 і кутом  між ними 90о. Таким чином, його площа дорівнюватиме 1.

Таким чином,  найбільша площа, яку може мати ортогональна проекція даного тетраедра на площину дорівнює 1.

3. Відповідь: 
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Враховуючи умову 
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4. Відповідь:   При  
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Розглянемо вираз 
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як різницю відстаней від точки О(х;у) до точок А(1;1) та В(4;5). Ці три точки або лежать на одній прямій або точка О(х;у) не належить прямій, визначеній точками А(1;1) та В(4;5). Розглянемо кожен з випадків.

   Якщо точка О(х;у) належить прямій, визначеній точками А(1;1) та В(4;5), то одна з точок А,В, О лежить між двома іншими. Якщо О лежить між А та В, то АО+ОВ=АВ=5, тоді 

|АО-ОВ|<5; якщо точка А лежить між В та О, то ОА-ОВ<0, якщо точка В лежить між А та О, то АО-ОВ=5.

   Якщо точка О(х;у) лежить поза прямою АВ, то за нерівністю трикутника АВ+ОВ>ОА, тоді ОА-ОВ<АВ, тобто ОА-ОВ<5. Таким чином, різниця ОА-ОВ набуває найбільшого значення, що дорівнює 5. При цьому точка О(х;у) належить прямій АВ та В лежить між А та О. Оскільки точка О належить прямій АВ 
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5. Відповідь:  1) Площа фігури 
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Розіб’ємо координатну площину на сектори прямими:
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Побудуємо у кожному з них відповідну фігуру, розкривши модулі:
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Отже, рівняння 
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 задає в системі координат трикутник АВС. Знайдемо його площу.

Для цього знайдемо координати точок перетину прямих: 
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Таким чином, сторона АС=5,5, а висота, опущена з вершини з вершини В до сторони АС 
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З’ясуємо,  скільки розв’язків залежно від значень параметра а має система
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Розв’яжемо нерівності  
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Таким чином,  при  
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